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Calcul différentiel et dérivations

Algebre (A, %) involutive (d'involution a — af) et d'une unité T

» Calcul différentiel :
Une algebre différentielle graduée (2, d), d? = 0 construite
naturellement a partir de A

» L’algebre de Lie des dérivations Der(A) :

X:A— A X(axb) = X(a)xb+axX(b), Va,beA
[X, YIo(a) = X(Y(2)) - Y(X(a)), VaeA
zX € Der(A) ou (zX)(a) = X(a) xz, VacAetze Z(A)
Exemple : [7,0]«:a—[n,al,, a,nm€A

» Dérivations réelles :

X(a') = X(a)!, VaeA
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Calcul différentiel basé sur les dérivations

On considére une sous algebre de Lie G de Der(A)

» Calcul différentiel basé sur les dérivations (2, d)
Q est I'espace des formes différentielles sur G

Q= @nzoﬂn
Q" est 'espace des formes Z(A)-multilinéaires alternées sur G

WXty Xn) = (1) Ow(X,0), - - - Xo(n)  Yw € Q",Vz € Z(A)
w(Yl + zX1, Xo, ... ,Xn) = w(Yl,Xz, . ,Xn) —I—w(Xl,XQ, .. .,Xn)*Z

(WADX,- -+, Xprg) =

1 sign(o
M Z (_1) an )W(Xo(l)v 209 aXcr(p))n(Xo(p—l—l)v @09 7X0(p+q))
0€Gpiq
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Différentielle

» d est définie par la formule de Koszul :

n+1 i
dw(Xi,..., Xnp1) = Z(—l)'HXiw(Xh oY, Xng1)
=
+ Y (D)X, X, VY X

1<i<j<n+1
» Ordre O et 1

dwo(X) = X(wo) wo € Qo= A
dwi (X, Y) = X(wi(Y)) = Y(w1(X)) = wi([X, Y]p)
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Connexion et courbure

» Connexion :
Fonction linéaire Vx : H — H sur un A-module H vérifiant :

Vx(mxa)=Vx(m)xa+ mxX(a) (Regle de Leibniz)
Vxiy(m)=Vx(m)+Vy(m) VX, Ye€G, VmeH
Vizx)(m) = Vx(m) x z Vace A, Vze Z(A)

Cas H = A, avec I I'unité de A
Vx(a) =Vx(M)xa+ X(a), VacA, VXeg
» Courbure

Fix,vy(m) = [Vx, Vy](m) = Vix y)(m)
F(va)(m*a) = F(X7y)(m) * a
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Structure hermitienne

» Structure hermitienne sur H :
Forme sesquilineaire h: H x H — A telle que :

h(my x a1, my x ap) = aJ{ * h(my, mp) % ap, Vai,ar € A,Vmy,mp € H

Cas H=A": h(a1, a2) :ai*h(]l,]l)*ag
» Connexion hermitienne :
X(h(m1,mo)) = h(Vx(m1), m2) + h(m1, Vx(my)),Ymy,m € H
» Les transformations de Jauge hermitiennes v € Autp(H)

vy(m*a)=~(m)*xa, VmeH,VaeA
h(fy(ml),v(mz)) = h(ml, m2) Vmy,my € H

» Connexion invariante : (V)Y = V2, Vv € Auty(H)
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» Connexion :
Vx(a) =Vx(M)xa+ X(a) = Axxa+ X(a), Vae AVXeg
» Structure hermitienne :
h(a1, a2) = ai * h(L,T) % a7
On choisit  ho(I,I) =1 ho(a1,a2) = a{ * ap
» Transformations de Jauge : y(a) =y(I)xa=g~*a

ho(v(a1), v(a2)) = ho(a, a2)
glxg=1, donc geclU(A)

Leur action sur les connexions est donnée par :

(Vx)'(a) =v(Vx(y7'(a))), VacA, VXeg
(Ax)" =g*Axxg' +gxX(g"), VgeU(h), VXeg
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Dérivations intérieures

» Dérivations intérieures
X(a) = [nx,als, Vae€A
[X1, X2]p(a) = [M1x, 30000 @l = [[1x0: x]xs @, Mx00x, € A
» Connexion invariante
(vlnv) VII‘IV

(AR = AR = g x A x gt + g« X(g"), Vg eU(A)

AR =gx AR x gl + gxnx x gl — g gl xnx

Amv+77X—g*(Amv+nX)*gT

A’”" =-nx, VXeg

(Vx — V) (a) = (Ax +nx)xa=Axxa, YXeG, VaecA
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Courbure

» Courbure

Fix,vy(a) = Fix,vy(I) x a
Fix,vy(a) = ([Ax, Ayl — Aix, vy, — (Inxs nvls — nix, Y]D)) *a
Fix,vy(a) = ([Ax +nx, Ay + vl — Aix, v, — [1x: 1y le) *
Fix,vy(a@) = ([Ax, nyl + [nx, Avle — Aix,vip + [Ax, Avli) x
F = dA + AANA

» Courbure invariante

mv ( )= —([nx:nv]ls — "7[X,Y]D) *a

» Covariance

(Fox.vy(m)) = g x Fix yy(m) x g
(Ax)Y =gx Ax g’
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L'espace de Moyal

Déformation de RP : M = (S(RP), %)

1 —2jy© 'z
(F+8)0) = —prergy | 4°vdP2 Flx+ Vgl + e e

J 0

_ (0 —0
O = - ou J_(é’ O)
0 J

On étend le produit x a 8’ x S par (T xa, by = (T, ax b)
S x 8 par (ax T,b) = (T,bx*a)
VT €S8 Va,be S
On définit :
L={TeSNTxac8, VacS}
R={TeSaxTeS, VaecS}
M=LNR
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Dérivations usuelles

/ T (F e g)(X)dx = / e el = B

—00 —00
» Dérivations usuelles : Go = (Op)Lie

Opa =y, als, nu = —i@;l}x”

On change A, en —iA,, donc A, = —i(A, + in,)
F,uz/ — [A,uwAu]* - ’6;1}
= —i(0,A, — 0L A, — i[AL, ALly)

N invar . pinv _ -1
» Connexion invariante : F/7Y = —i©,;

» Probléeme du mélange IR/UV
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Dérivations polynomiales

(a*b)( ):a( )-b(x)
i o 0

o 0
HlVl __ OHMnVn
- Z n1 20" g gy ) (3O g 12BNy

[x.,alx = i©,,0,a

[(xu-x0); @l = i(x.Oup + x,Ou5)0pa = W(,,.) 5032
0" W5 =0

[(Xu-X0-X5), alx = i(X%,©08 + XuX,© 8 + Xux,0,,8)03a
*ieuaeuaepkaaao'a)\a
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Dérivations polynomiales de degré 2

» Dérivations polynomiales de degré 2 : G = (0y, [xuX, ®]«)Lie
Famille génératrice de G ~ isp(D, R) :
Xm, avec X, =0y et Xz,a=1,..., N ou N = il)
[UXMa 77XN]* = :U’CI\’;NnXP
On note A, = &,
p,a = [Am a]* Au = a b, — ’[A,ua (Da]* NCZaAu
ab = [(Da?q)b]* - M ab €

» Connexion invariante :

Fi'=0

inv __

ab —
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L'action de Higgs-Yang-Mills

Se = /dD F;w + (Fua — NCVA)2+Fab2)
_ /de4(F,w +(Du®.)2 + Fa?)
avec D, ®, = [A,, Po] = 0,5 — i[Ay, Pa)x
SeF = s/de(C'(?“AM + %Cb)
= / dPx(bd" A, — CO"(9,C — i[Au, Cl,) + %zﬁ)
ou I'opérateur de Slavnov s est défini par :
sA, = 0,C —i[A,, Cly, sC=iCxC, sC=b, sb=0
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Graphes contribuant a une boucle

A ’
et
1 2 3
w;w w;w w;w
4 5
OJM, UJW}
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Graphes contribuant a une boucle

Dy sin2(PAk
o) =4 [ S (0 o+ (2000
+(D o 6)pupl/ + (pukzz + kupl/)(2D - 3) + k“k,,(4D - 6)]
dPk sin?(25K)
“ulP) =4 | Gy (e 1 k2

dPk sin?(B5K)
3 — _ 2
w,uu(p) - 8(D 1)5W/ (27T)D k2

k. ko

de Sm2(pAk
= | G T A LA P 2+ 20

dPk 5|n2(p )
wZV(p) 4N6NV/( k2—|—,U/2)
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Formulaire

Paramétrisation de Feynman :

1 L 1
5 _/0 e Er
1 _ 1dX 1
(k2 + a?)((k + p)> + 52) /0 (k+ (1 —x)p)? + M2
ol M? = (1 — x)(xp? + %)

) dPk  ekp )
W(B)= [ oo ey = Mg ()
2D (Bl = L (mlBl) K (B
a = e m p =] m p m p
N,D r(N)'f[‘% q (m2)q q

Kg(z), fonction de Bessel d'ordre g € Z (avec K_4(z)=K4(2))

Eric Cagnache Orsay, Jeudi 5 Juin 2008



Formulaire

o [ dPk  kyk,e*P daz
JNvNV(p):/(zﬂ)D (k2+m2)N - _df)ﬁJN(p)

— aN7D(5,uVMN_1_%(m|l3|) - ﬁuﬁuMN_g_%(mmD)
d

Tqu(m\P\) = —Mg-1(m[B|)p,

. T
Mqlmlpl) ~ 2750, g0
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Fonction a deux points pour les champs de Jauge

22 ju% %
4 5
ww, w/’”/

» Singularité IR (p — 0) :

IR _ D ﬁ}tﬁl/
wu(p) =(D+N - Q)F(E)W
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Fonction a deux points pour les champs scalaires (Higgs)

-0

» Singularité IR (p — 0) :

r2-1)

I_IgZ(p) D/2 [D+5 4N]5abﬁ
B2
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