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Calcul différentiel et dérivations

Algèbre (A, ?) involutive (d’involution a 7→ a†) et d’une unité I

I Calcul différentiel :
Une algèbre différentielle graduée (Ω, d), d2 = 0 construite
naturellement à partir de A

I L’algèbre de Lie des dérivations Der(A) :

X : A → A, X (a ? b) = X (a) ? b + a ? X (b), ∀a, b ∈ A
[X ,Y ]D(a) = X (Y (a))− Y (X (a)), ∀a ∈ A

zX ∈ Der(A) où (zX )(a) = X (a) ? z , ∀a ∈ A et z ∈ Z(A)

Exemple : [η, •]? : a 7→ [η, a]?, a, η ∈ A

I Dérivations réelles :

X (a†) = X (a)†, ∀a ∈ A
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Calcul différentiel basé sur les dérivations

On considère une sous algèbre de Lie G de Der(A)

I Calcul différentiel basé sur les dérivations (Ω, d)
Ω est l’espace des formes différentielles sur G

Ω = ⊕n≥0Ω
n

Ωn est l’espace des formes Z(A)-multilinéaires alternèes sur G

ω(X1, . . . ,Xn) = (−1)sign(σ)ω(Xσ(1), . . . ,Xσ(n)) ∀ω ∈ Ωn,∀z ∈ Z(A)

ω(Y1 + zX1,X2, . . . ,Xn) = ω(Y1,X2, . . . ,Xn) + ω(X1,X2, . . . ,Xn) ? z

(ω ∧ η)(X1, . . . ,Xp+q) =

1

p!q!

∑
σ∈Sp+q

(−1)sign(σ)ω(Xσ(1), . . . ,Xσ(p))η(Xσ(p+1), . . . ,Xσ(p+q))

Eric Cagnache Orsay, Jeudi 5 Juin 2008



Différentielle

I d est définie par la formule de Koszul :

dω(X1, . . . ,Xn+1) =
n+1∑
i=1

(−1)i+1Xiω(X1, · · ·
i
∨. . . . ,Xn+1)

+
∑

1≤i<j≤n+1

(−1)i+jω([Xi ,Xj ], · · ·
i
∨. · · ·

j
∨. . . . ,Xn+1)

I Ordre 0 et 1

dω0(X ) = X (ω0) ω0 ∈ Ω0 = A
dω1(X ,Y ) = X (ω1(Y ))− Y (ω1(X ))− ω1([X ,Y ]D)
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Connexion et courbure

I Connexion :
Fonction linéaire ∇X : H → H sur un A-module H vérifiant :

∇X (m ? a) = ∇X (m) ? a + m ? X (a) (Règle de Leibniz)

∇X+Y (m) = ∇X (m) +∇Y (m) ∀X ,Y ∈ G, ∀m ∈ H
∇(zX )(m) = ∇X (m) ? z ∀a ∈ A, ∀z ∈ Z(A)

Cas H = A, avec I l’unité de A

∇X (a) = ∇X (I) ? a + X (a), ∀a ∈ A, ∀X ∈ G

I Courbure

F(X ,Y )(m) = [∇X ,∇Y ](m)−∇[X ,Y ](m)

F(X ,Y )(m ? a) = F(X ,Y )(m) ? a
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Structure hermitienne

I Structure hermitienne sur H :
Forme sesquilineaire h : H×H → A telle que :

h(m1 ? a1,m2 ? a2) = a†1 ? h(m1,m2) ? a2, ∀a1, a2 ∈ A,∀m1,m2 ∈ H

Cas H = A : h(a1, a2) = a†1 ? h(I, I) ? a2

I Connexion hermitienne :

X (h(m1,m2)) = h(∇X (m1),m2) + h(m1,∇X (m2)),∀m1,m2 ∈ H

I Les transformations de Jauge hermitiennes γ ∈ Auth(H)

γ(m ? a) = γ(m) ? a, ∀m ∈ H,∀a ∈ A
h
(
γ(m1), γ(m2)

)
= h(m1,m2) ∀m1,m2 ∈ H

I Connexion invariante : (∇inv
X )γ = ∇inv

X , ∀γ ∈ Auth(H)
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Cas H = A

I Connexion :

∇X (a) = ∇X (I) ? a + X (a) ≡ AX ? a + X (a), ∀a ∈ A,∀X ∈ G

I Structure hermitienne :

h(a1, a2) = a†1 ? h(I, I) ? a2

On choisit h0(I, I) = I h0(a1, a2) = a†1 ? a2

I Transformations de Jauge : γ(a) = γ(I) ? a ≡ g ? a

h0

(
γ(a1), γ(a2)

)
= h0(a1, a2)

g † ? g = I, donc g ∈ U(A)

Leur action sur les connexions est donnée par :

(∇X )γ(a) = γ(∇X (γ−1(a))), ∀a ∈ A, ∀X ∈ G
(AX )γ = g ? AX ? g † + g ? X (g †), ∀g ∈ U(A), ∀X ∈ G
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Dérivations intérieures

I Dérivations intérieures

X (a) = [ηX , a]?, ∀a ∈ A
[X1,X2]D(a) = [η[X1,X2]D , a]? = [[ηX1 , ηX2 ]?, a]?, ηX1 , ηX2 ∈ A

I Connexion invariante

(∇inv
X )γ = ∇inv

X

(Ainv
X )γ = Ainv

X = g ? Ainv
X ? g † + g ? X (g †), ∀g ∈ U(A)

Ainv
X = g ? Ainv

X ? g † + g ? ηX ? g † − g ? g † ? ηX

Ainv
X + ηX = g ? (Ainv

X + ηX ) ? g †

Ainv
X = −ηX , ∀X ∈ G

(∇X −∇inv
X )(a) = (AX + ηX ) ? a ≡ AX ? a, ∀X ∈ G, ∀a ∈ A
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Courbure

I Courbure

F(X ,Y )(a) = F(X ,Y )(I) ? a

F(X ,Y )(a) = ([AX ,AY ]? −A[X ,Y ]D − ([ηX , ηY ]? − η[X ,Y ]D )) ? a

F(X ,Y )(a) = ([AX + ηX ,AY + ηY ]? − A[X ,Y ]D − [ηX , ηY ]?) ? a

F(X ,Y )(a) = ([AX , ηY ]? + [ηX ,AY ]? − A[X ,Y ]D + [AX ,AY ]?) ? a

F = dA + A ∧ A

I Courbure invariante

F inv
X ,Y (a) = −([ηX , ηY ]? − η[X ,Y ]D ) ? a

I Covariance

(F(X ,Y )(m))γ = g ? F(X ,Y )(m) ? g †

(AX )γ = g ?AX ? g †
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L’espace de Moyal

Déformation de RD : M = (S(RD), ?)

(f ? g)(x) =
1

πD | det Θ|

∫
dDydDz f (x + y)g(x + z)e−2iyΘ−1z

Θ =

J 0
. . .

0 J

 ou J =

(
0 −θ
θ 0

)

On étend le produit ? à S ′ × S par 〈T ? a, b〉 = 〈T , a ? b〉
S × S ′ par 〈a ? T , b〉 = 〈T , b ? a〉
∀T ∈ S ′, ∀a, b ∈ S

On définit :

L = {T ∈ S ′|T ? a ∈ S, ∀a ∈ S}
R = {T ∈ S ′|a ? T ∈ S, ∀a ∈ S}

M = L ∩R
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Dérivations usuelles

∫ −∞

−∞
(f ? g)(x)dx =

∫ −∞

−∞
f (x)g(x)dx , [xµ, xν ]? = iΘµν

I Dérivations usuelles : G0 = 〈∂µ〉Lie

∂µa = [ηµ, a]?, ηµ = −iΘ−1
µν xν

On change Aµ en − iAµ, donc Aµ = −i(Aµ + iηµ)

Fµν = [Aµ,Aν ]? − iΘ−1
µν

= −i(∂µAν − ∂νAµ − i [Aµ,Aν ]?)

I Connexion invariante : F inv
µν = −iΘ−1

µν

I Problème du mélange IR/UV
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Dérivations polynomiales

(a ? b)(x) = a(x).b(x)

+
∞∑

n=1

1

n!
(
i

2
Θµ1ν1

∂

∂xµ1

∂

∂yν1
)...(

i

2
Θµnνn

∂

∂xµn

∂

∂yνn
)a(x)b(y)|x=y

[xµ, a]? = iΘµν∂νa

[(xµ.xν), a]? = i(xµΘνβ + xνΘµβ)∂βa = W(µ,ν),β∂βa

∂βW(µ,ν),β = 0

[(xµ.xν .xρ), a]? = i(xρxµΘνβ + xνxρΘµβ + xµxνΘρβ)∂βa

− i

4
ΘµαΘνσΘρλ∂α∂σ∂λa
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Dérivations polynomiales de degré 2

I Dérivations polynomiales de degré 2 : G = 〈∂µ, [xµxν , •]?〉Lie

Famille génératrice de G ' isp(D, R) :

XM , avec Xµ = ∂µ et Xa, a = 1, . . . ,N où N = D(D+1)
2

[ηXM
, ηXN

]? = µCP
MNηXP

On note Aa = Φa

Fµa = [Aµ,Φa]? − µC ν
µaAν = ∂µΦa − i [Aµ,Φa]? − µC ν

µaAν

Fab = [Φa,Φb]? − µC c
abΦc

I Connexion invariante :

F inv
µa = 0

F inv
ab = 0
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L’action de Higgs-Yang-Mills

Scl =

∫
dDx

1

4

(
Fµν

2 + (Fµa − µC ν
µaAν)

2 + Fab
2
)

=

∫
dDx

1

4

(
Fµν

2 + (DµΦa)
2 + Fab

2
)

avec DµΦa = [Aµ,Φa]? = ∂µΦa − i [Aµ,Φa]?

SGF = s

∫
dDx

(
C̄∂µAµ +

α

2
C̄b

)
=

∫
dDx

(
b∂µAµ − C̄∂µ(∂µC − i [Aµ,C ]?) +

α

2
b2

)
où l’opérateur de Slavnov s est défini par :

sAµ = ∂µC − i [Aµ,C ]?, sC = iC ? C , sC̄ = b, sb = 0
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Graphes contribuant à une boucle

ω
1
µν

ω
2
µν

ω
3
µν

ω
4
µν

ω
5
µν

Eric Cagnache Orsay, Jeudi 5 Juin 2008



Graphes contribuant à une boucle

ω1
µν(p) = 4

∫
dDk

(2π)D
sin2(p∧k

2 )

k2(p + k)2
[
((k − p)2 + (k + 2p)2)δµν

+(D − 6)pµpν + (pµkν + kµpν)(2D − 3) + kµkν(4D − 6)
]

ω2
µν(p) = 4

∫
dDk

(2π)D
sin2(p∧k

2 )

k2(p + k)2
kµkν

ω3
µν(p) = 8(D − 1)δµν

∫
dDk

(2π)D
sin2(p∧k

2 )

k2

ω4
µν(p) = 4N

∫
dDk

(2π)D
sin2(p∧k

2 )

(k2 + µ2)((p + k)2 + µ2)
(p + 2k)µ(p + 2k)ν

ω5
µν(p) = −4N δµν

∫
dDk

(2π)D
sin2(p∧k

2 )

(k2 + µ2)
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Formulaire

Paramétrisation de Feynman :

1

ab
=

∫ 1

0
dx

1

(xa + (1− x)b)2

1

(k2 + α2)((k + p)2 + β2)
=

∫ 1

0
dx

1

(k + (1− x)p)2 + M2

où M2 = (1− x)(xp2 + β2)

JN(p̃) ≡
∫

dDk

(2π)D
e ikp̃

(k2 + m2)N
= aN,DMN−D

2
(m|p̃|)

aN,D =
2−(D

2
+N−1)

Γ(N)π
D
2

, Mq(m|p̃|) =
1

(m2)q
(m|p̃|)qKq(m|p̃|)

Kq(z), fonction de Bessel d’ordre q ∈ Z (avec K−q(z)=Kq(z))
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Formulaire

JN,µν(p̃) ≡
∫

dDk

(2π)D
kµkνe

ikp̃

(k2 + m2)N
= − d2

dp̃2
µ

JN(p̃)

= aN,D

(
δµνMN−1−D

2
(m|p̃|)− p̃µp̃νMN−2−D

2
(m|p̃|)

)
d

dp̃µ
Mq(m|p̃|) = −Mq−1(m|p̃|)p̃µ

M−q(m|p̃|) ∼ 2q−1 Γ(q)

p̃2q
, q > 0
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Fonction à deux points pour les champs de Jauge

ω
1
µν

ω
2
µν

ω
3
µν

ω
4
µν

ω
5
µν

I Singularité IR (p → 0) :

ωIR
µν(p) = (D +N − 2)Γ(

D

2
)

p̃µp̃ν

πD/2(p̃
2
)D/2

+ ...
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Fonction à deux points pour les champs scalaires (Higgs)

ω1
µν ω2

µν ω3
µν

ω4
µν ω5

µν

1

I Singularité IR (p → 0) :

ΠIR
ab(p) =

1

4πD/2
[D + 5− 4N ]δab

Γ(D
2 − 1)

p̃2(D
2
−1)
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